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 خبرية اوليةمعلومات  باعتمادالانحدار الذاتي متجه لمعلمات نموذج البيزي قدير الت
 1محاسن صالح الطالب،  2وصفي طاهر صالح،  1هيفاء عبدالجواد سعيد

 ، الموصل، العراقجامعة الموصل، كلية علوم الحاسوب والرياضيات، قسم الاحصاء والمعلوماتية 1
 ، اربيل، العراقجامعة صلاح الدين، والاقتصادكلية الادارة ، قسم الاحصاء 2
 

 الملخص
( p   )p)VAR(  ات الرتبممة  Vector Autoregressive modelالانحممدار المم ات   متجمم  نمممو   معلمممات البيمم ل لقممدير البحمما التهمم ا تضمممن 

تمثلممت . متعممدد المتريممرات المحممور المعمممم Besselعنممدما يتبممخ الرلممو العلمموان  للنمممو   تو يممخ بالاضمما ة الممخ الارتبممارات الاحصممانية والتنبمم  البيمم ل 
اللاحممل لمصمم و ة  الحممدلتبممين ان التو يممخ الاحتمممال  وقممد  ،المعلومممات الاوليممة حمموا معلمممات النمممو   بتو يعممات احتماليممة تنتممم  الممخ العوانممل المت ل ممة

التو يممخ الاحتمممال  و ( هممو تو يممخ شيممر لممانخ Σاللاحممل لمصمم و ة التبمماين الملممتر    الحممدل، التو يممخ الاحتمممال  Matrix t( هممو تو يممخ Φالمعلمممات  
 متعدد المتريرات. tالتنب ل لمتج  الملاهدات المستقبلية هو تو يخ 

 المقدمة

عممدد مممن   مم  العصممر الحممديا اصممبب جمممخ البيانممات عمليممة سمم لة ولال
المتريمممرات، تحليمممل هممم ا المتريمممرات جميع ممما ولاسممميما المرتبلمممة من ممما  ممم  
وقممت واحممد هممو ماينصممب عليمم  الاهتمممام، يعممد تحليممل السلاسممل ال منيممة 

( وسميلة جيمدة لتحليمل multivariate time seriesمتعددة المتريمرات  
اللمممممب، همممم ا البيانممممات وتلبيقممممم  واسممممخ الانتلمممممار  مممم  مجمممممالات عديممممدة 

 ة، الاقتصاد ....السياس
 Vector Autoregressive model الانحمدار الم ات  متجم  يعد نممو   

(VAR) ) ،من النما   اللمانعة الاسمتردام  م  تحليمل مثمل هم ا البيانمات
بدراسممممة رصممممانع التو يعممممات اللاحقممممة لمقممممدرات بيمممم   [1]حيمممما اهممممتم 

ووجممد ان  (VARبالاعتممماد علممخ تو يعممات اوليممة شيممر ربريممة لنممما    
مقدرات بي  ت وقت علخ مقمدرات الامكمان الاع مم لمصم و ت  المعلممات 
والتبممماين الملمممتر ،  ممم  اشلمممب الاحيمممان يكمممون حمممد الرلمممو يتبمممخ التو يمممخ 

بالتقممممممدير البيمممممم ل لمصمممممم و ة معلمممممممات نمممممممو    [2]اللبيعمممممم ، ا  قممممممام 
 VAR  ومصممممم و ة التبممممماين الملمممممتر  عنمممممدما يتبمممممخ الرلمممممو العلممممموان )

 تحت دواا رسارة وتو يعات اولية مرتل ة.  tالتو يخ اللبيع  وتو يخ 
لكممن هنمما  مجممالات مرتل ممة يكممون  ي مما حممد الرلممو يتبممخ تو يعممات  ات 

حالمة تكمون التو يعمات التو يخ اللبيع ،  م  مثمل هم ا ال ن ايات اثقل من
متعمممممدد  Besselب، ممممممن هممممم ا التو يعمممممات تو يمممممخ الرليلمممممة هممممم  الانسممممم

 GMMB)Generalizedالمتريممممممممممرات المحممممممممممور المعمممممممممممم   

Multivariate Modified Bessel Distributionيعتبمر  ( حيما
هممم ا التو يمممخ حالمممة راصمممة ممممن التو يعمممات متعمممددة المتريمممرات المتماثلمممة 

متعممممدد المتريممممرات  Besselرصممممانع تو يممممخ  [4]، درس [3]ال انديممممة 
محور المعمم واستردما التحليل البي ل لايجاد التو يخ اللاحمل والتو يمخ ال

التنبممم ل لنممممو   لبيعممم  رلممم  بممما تراو ان التو يمممخ الاولممم  للمعلممممات 
 الثابتة هو معكوس كاوس المعمم.

الانحممدار المم ات  المم ل يكممون متجمم  لوصممن نمممو   ا ممرد المبحمما الثممان  
متعممدد المتريممرات المحممور المعمممم.  مم   Bessel يمم  الرلممو يتبممخ تو يممخ 

حممين تنمماوا المبحمما الثالمما التقممدير البيمم ل لمعلمممات النمممو    مم  حالممة 
المعلوممممممممات الاوليمممممممة الربريمممممممة. تضممممممممن المبحممممممما الرابمممممممخ الارتبمممممممارات 

( وايجمماد صمميرة عامممل بيمم . Φالاحصممانية البي يممة لمصمم و ة المعلمممات  
دات المسمممتقبلية التممم  وضمممب المبحممما الرمممامس التو يمممخ التنبممم ل للملممماه

(. امممما المبحممما السمممادس عمممرو ابمممر  yT+iتمثلمممت بلمممكل متجممم  همممو 
 الاستنتاجات للدراسة.

 وصف النموذج

 Vector Autoregressiveالانحمممممدار الممممم ات  ان نممممممو   متجممممم  
 VAR  لمترير عمودل ببعد )Kx1 [2]( يار  الصيرة الآتية: 

𝑦𝑡 = 𝐶 + ∑ 𝐵𝑖
𝑝
𝑖=1 𝑦𝑡−𝑖 + 𝑢𝑡    , 𝑡 = 1,2, … , 𝑇 … (1)  

 ا  ان 
K.عدد المتريرات  السلاسل ال منية( المدروسة : 
P.  رتبة النمو : 
t.تسلسل الملاهدة    السلسلة ال منية : 

T.عدد الملاهدات الكلية لكل سلسلة  منية : 
Cعلمات : متج  مparameters)   ببعدKx1.يمثل المقلخ ) 

𝐵𝑖ات بعد   علمات: مص و ة م KxK). 
yt−i  متج  عمودل  ل بعد :Kx1)  ب رق  من  مقداراi.       

ut  متج  عمودل  ات بعد :Kx1.يمثل الارلاء العلوانية ) 
 ( بالصيرة الآتية:1 يمكن كتابة النمو   

yt = Φxt + ⋯ (2)  
 ا  ان :

xt
′ = [1 yt−1

′ yt−2
′ … yt−p

′ ](1X(kp+1))   … (3)  

ΦkX(kP+1) = [CkX1 B1kXk
B2kXk

… BpkXk]  

من الملاهدات لكل سلسلة  منية يمكن كتابمة النممو    Tوا ا كان لدينا 
 وكالآت : [5]( بصيرة المص و ات2 

Y = ΦX + U          … (4)  

 ا  ان:
Y  مص و ة المتريرات  السلاسل ال منية(  ات بعد :kXT.) 
X  مصممممممم و ة  ات بعممممممممد :XT kp+1))  اعمممممممممدت ا تمثممممممممل المتج ممممممممات

 (.3الموضحة    المعادلة  
Uالعلوانية  ات بعد   : مص و ة الارلاءkXT.) 
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متعمممدد  Besselيتبمممخ تو يمممخ  utلن مممرو ان متجممم  الارلممماء العلممموانية 
المتريممممرات المحممممور المعمممممم، حيمممما يمكممممن ايجمممماد دالممممة كثا ممممة الاحتممممماا 
بالاسممتعانة بالتو يعممات الرليلممة مممن التو يممخ اللبيعمم  متعممدد المتريممرات 

 :[6]وتو يخ معكوس كاوس المعمم وكالآت  
ut|τ~Nk(0, τ𝛴)  

 ا  ان:
:τ  . مترير علوان 
Σ  مص و ة التباين للمترير العلوان : τ.) 

 ( ه :ut|τ ان دالة كثا ة احتماا  

f(ut|τ) =
1

(2π)
k
2|τΣ|

1
2

e− 
1

2τ
ut

′Σ−1ut

      − ∞ < ut < ∞ … (5)  

τ~GIG(λ, ψ, υ)  
  [7]( ه  τ ان دالة كثا ة احتماا المترير العلوان   

P(τ) =
(

λ

ψ
)

υ
2

τυ−1

2κυ(√λψ)
e−

1

2
(

ψ

τ
+λτ)      , τ > 0  … (6)  

 ه : (τ)شير الملروط بم  utوعلي   ان دالة احتماا الرلو العلوان  
f(ut) = ∫ f(ut|τ)

τ
P(τ) dτ    … (7)  

f(ut) =

(
λ

ψ
)

k
4

Κ2υ−k
2

(√λψ(1+
ut

′Σ−1ut

ψ
))(1+

ut
′Σ−1ut

ψ
)

2υ−k
4

(2π)
k
2|Σ|

1
2Κυ(√λψ)

   … (8)  

متعمدد المتريمرات  Bessel( تمثمل دالمة كثا مة احتمماا تو يمخ 8المعادلمة  
 . [8]المحور المعمم 

 ا  ان:
(λ, ψ, υ)  تمثمممل معلممممات اللمممكل :shape parameters ومجممماا )

 :[9] ه ا المعلمات هو
ψ > 0 , λ ≥ 0  if υ < 0  

ψ > 0 , λ > 0  if υ = 0      … (9)  
ψ ≥ 0 , λ > 0  if υ > 0  

: Κυ(. ( والتمم  υالمحممورة مممن النممول الثالمما والرتبممة   Besselدالممة  (
 [10]تار  الصيرة الآتية 

Κυ(x) =
1

2
∫ tυ−1∞

0
e−

x

2
(t+

1

t
)dt     … (10)  

( وصم يا  utكما يعبر عن التو يخ الاحتمال  لمتج  الارلاء العلموانية  
 بالآت :

ut~GMMBk(0, Σ, λ, ψ, υ)  

( عبارة عمن 2المعرف بالمعادلة   ytوبما ان متج  المتريرات العلوان  
الممم ل يتبمممخ تو يممممخ  utتركيبمممة رليمممة بدلالممممة متجممم  الارلممماء العلمممموان  

Bessel   متعمدد المتريممرات المحممور المعمممم لمم ل   ممان التو يممخ الاحتمممال
 :[11]ممكن ايجادا بن س اللريقة وكالآت   ytللمتج  

E(yt|τ) = ΦXt 

V(yt|τ) = τΣ 

∴ yt|τ~Nk(ΦXt , τΣ) 

متعمممدد  Besselيتبمممخ تو يممخ  τشيممر الملمممروط بممالمترير  ytوعليمم   مممان 
 :المتريرات المحور المعمم ودالة كثا ة احتمال  ه 

f(yt) =

(
λ

ψ
)

k
4

Κ2υ−k
2

(√λψ(1+
(yt−ΦXt)′Σ−1(yt−ΦXt)

ψ
))

(2π)
k
2|Σ|

1
2Κυ(√λψ)

  

  . (1 +
(yt−ΦXt)′Σ−1(yt−ΦXt)

ψ
)

2υ−k

4
  … (11a)  

 ويمكن التعبير عن ه ا التو يخ وص يا  بالآت :
yt~GMMBk(ΦXt, Σ, λ, Ψ, ν)  

الانحدار الذاتي من الرتبة متجه التقدير البيزي لمعلمات نموذج 
(p )VAR(P): 

( 2المعمممرف  ممم  المعادلمممة  الانحمممدار الممم ات  متجممم  ان معلممممات نممممو   
ان مما ( وعلمخ  مرو Σ( ومصم و ة التبماين  Φات  ممله  مصم و ة المع

شير معلومتين وان التو يعمات الاوليمة ل م ا المعلممات تنتمم  المخ العانلمة 
مصممممم و ة ( ا  ان التو يمممممخ الاولممممم  لConjugate familyالمت ل مممممة  
,Σالملمممممروط بمممممم  Φالمعلممممممات  τ  همممممو تو يمممممخ)Matrix normal، 

 :ويوصن بالآت 
Φ|Σ, τ~Nk,kp+1(Φ, τΣ, H1)  

( الملممروط Φدالممة كثا ممة احتممماا التو يممخ الاولمم  لمصمم و ة المعلمممات  
,Σبم  τ: ه) 

P(Φ|Σ, τ) ∝ |Σ|− 
kp+1

2 exp [−
1

2τ
tr Σ−1{(Φ − Φ1)H1

−1(Φ −

Φ1)′}]   … (12)  

( هممممو τ( الملممممروط بمممم  Σالتو يمممخ الاولمممم  لمصممم و ة التبمممماين الملمممتر   
 تو يخ معكوس ويلارت وال ل يوصن بالآت :

Σ|τ~IW(𝐴1, m)  

( Σدالممممة كثا ممممة احتممممماا التو يمممممخ الاولمممم  لمصمممم و ة التبمممماين الملمممممتر   
 ( ه :τالملروط بم  

P(Σ|τ) ∝ |Σ|− 
m+k+1

2 exp [−
1

2τ
 tr Σ−1𝐴1]    … (13)  

 ا  ان:
𝐴1.مص و ة ثابتة اكيدة الايجابية : 

,Φ)باستردام ن ريمة بيم   مان التو يمخ الاولم  الملمتر  لمم  Σ)  الملمروط
 الصيرة الآتية: ( يار τبم 

P(Φ, Σ|τ) = P(Φ|Σ, τ)P(Σ|τ)  … (14)  

 ( نحصل علخ:14(    المعادلة  13(  و  12وبتعويو المعادلتين  
P(Φ, Σ|τ) ∝ |Σ|− 

m+k+kp+1

2 exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{𝐴1 +

(Φ − Φ1)H1
−1(Φ − Φ1)′}] … (15)  

 ( ه :τدالة الترجيب الملرولة بم  
f(yt|Φ, Σ, τ) ∝ |Σ|−

T

2  exp [−
1

2τ
∑ (yt − Φxt)′Σ−1(yt −T

t=1

Φxt)]    … (16a)  

( 16aالمممخ قوسممم  الدالمممة الاسمممية  ممم  المعادلمممة   Φ̂xtوباضممما ة ولمممرح 
 واجراء بعو العمليات الجبرية نحصل علخ :

f(Y|Φ, Σ, τ) ∝ |Σ|−
T

2  exp [−
1

2τ
tr Σ−1 {(yt − Φ̂xt)(yt −

Φ̂xt)
′

+ (Φ − Φ̂)XX′(Φ − Φ̂)′}]    … (16b)  
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Φ̂ا  ان  = YX′(XX′)−1  وتمثمممل مقمممدر الامكمممان الاع مممم لمصممم و ة
 ( وباسمممتردام ن ريمممة بي  مممان التو يمممخ اللاحمممل الملمممتر  لممممΦالمعلممممات  

(Φ, Σ)  الملروط بمτ:يار  الصيرة الآتية ) 
P(Φ, Σ|Y, τ) = P(Φ, Σ|τ)f(Y|Φ, Σ, τ)    … (17) 

 ( نحصل علخ:17(    المعادلة  16a( و  15نعوو المعادلتين  
P(Φ, Σ|Y, τ) ∝ |Σ|−

T+m+k+kp+2

2  exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{𝐴1 +

(Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)′} ]  

exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{(Φ − Φ1)H1

−1(Φ − Φ1)′ + (Φ −

Φ̂)XX′(Φ − Φ̂)′}]    … (18)  
 Vector( الممخ صمميرة 18 مم  المعادلممة  نحمموا الدالممة الاسممية الثانيممة 

operator : وكالآت 
P(vecΦ, Σ|Y, τ) ∝ |Σ|−

T+m+k+kp+2

2  exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{𝐴1 +

(Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)′} ] exp [(vecΦ − vecΦ1)′(H1 ⊗

Σ)−1(vecΦ − vecΦ1) + (vecΦ − vecΦ̂)
′
((XX′)−1 ⊗

Σ)−1(vecΦ − vecΦ̂)]  … (19) 
( يمكممممن 19(  مممم  المعادلممممة  Quadratic formاللممممكل التربيعمممم   

  [12]تلبي   باللكل التربيع  الآت 
(X − a)′A(X − a) + (X − b)′B(X − b) =
(X − c)′(A + B)(X − c)  

+(a − b)′A(A + B)−1B(a − b)  … (20)  

 عندما 
c = (A + B)−1(Aa + Bb) 

A(A + B)−1B = (A−1 + B−1)−1 

 ا  ان 
X =  vecΦ , a = vecΦ1 , b = vecΦ̂ , A =
(H1⨂Σ)−1 , B = ((XX′)−1⨂Σ)−1  

c = [(H1⨂Σ)−1 + ((XX′)−1⨂Σ)−1]−1[(H1⨂Σ)−1vecΦ1 +

((XX′)−1⨂Σ)−1vecΦ̂]  

الممخ الحممد المم ل يحممول  1−(1⨂Σ−(′XX))نضممين ونلممرح المصمم و ة 
بممم  C، ثممم نعممرف المصمم و ة الاولممخ مممن المتجمم  c مم  المتجمم   Φ1علممخ 
D-1  :واجراء بعو العمليات الجبرية نحصل علخ 

D−1 = [(H1⨂Σ)−1 + ((XX′)−1⨂Σ)−1]−1  

c = vecΦ1 + D−1((XX′)−1⨂Σ)−1(vecΦ̂ − vecΦ1) =

vecΦ∗     … (21)  

,vecΦ)التو يخ اللاحل الكامل الملتر  لم Σ)  الملروط بم τ  : هو 
P(vecΦ, Σ|Y, τ) ∝

|Σ|− 
T+m+k+kp+2

2 exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{𝐴1 + (Y − Φ̂X)(Y −

Φ̂X)′}]  
  . exp [−

1

2τ
{(vecΦ − vecΦ∗)′D(vecΦ − vecΦ∗) +

(vecΦ1 − vecΦ̂)′[(H1⨂Σ) + ((XX′)−1⨂Σ)]−1(vecΦ1 −

vecΦ̂)}] … (22)  
( الممخ صممميرة المصممم و ات يكممون التو يمممخ اللاحمممل 22بارجممال المعادلمممة  

,Φ)الملتر  لم Σ)  الملروط بم τ  :هو 
P(Φ, Σ|Y, τ) ∝ |Σ|− 

T+m+k+1

2 exp [−
1

2τ
 tr Σ−1{𝐴1 +

(Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)′ + (Φ1 − Φ̂)[H1 +

(XX′)−1]−1(Φ1 − Φ̂)′}]  

        . |Σ|− 
kp+1

2 exp [−
1

2τ
trΣ−1 {(Φ − Φ∗)(H1

−1 +

(XX′))(Φ − Φ∗)′}]        … (23)  

( تمثمممممل حاصمممممل ضمممممرب نمممممواة تو يمممممخ معكممممموس ويلمممممارت 23المعادلمممممة  
T( بالمعلمممات  τ الملممروط بممم  + m  و )𝐴2

τ
 Matrix( ونممواة تو يممخ 

normal   الملممممممممممممروط بمممممممممممممτ  بالمعلمممممممممممممات )Φ∗ و )[τΣ, (H1
−1 +

(XX′))
−1

]  
 ا  ان 

𝐴2 = {𝐴1 + (Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)′ + (Φ1 −

Φ̂)[H1 + (XX′)−1]−1(Φ1 − Φ̂)′}  

,Φ)الملتر  لمالكامل التو يخ اللاحل  Σ)  الملروط بم τ  :هو 
P(Φ, Σ|Y, τ) =

|
𝐴2
τ

|

T+m
2

|H1
−1+(XX′)|

k
2

(2π)
k(kp+1)

2 |τΣ|
Lk+1

2 |Σ|
T+m+k+1

2  2
k(T+m)

2 Γk(
T+m

2
)

  

. exp [−
1

2τ
trΣ−1 {𝐴2 + (Φ − Φ∗)(H1

−1 + (XX′))(Φ −

Φ∗)′}] … (24)  

( المعممرف بالمعادلممة ∗Φ( هممو  Φلمصمم و ة المعلمممات   وان مقممدر بيمم 
 21). 

,Φ)التو يخ اللاحل الكامل الملتر  لم Σ)  هو شيرالملروط: 
P(Φ, Σ|Y) =

|𝐴2|
T+m

2 (
λ

ψ
)

k(T+m+kp+1)
4

|H1
−1+(XX′)|

k
2

(2π)
k(kp+1)

2 |Σ|
T+m+k+kp+2

2  2
k(T+m)

2 Γk(
T+m

2
)  Κυ(√λψ)

  

. Κ2υ−k(T+m+kp+1)

2

(√λψ (1 +
trΣ−1[𝐴2+(Φ−Φ∗)(H1

−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′]

Ψ
))  

. (1 +
trΣ−1[𝐴2+(Φ−Φ∗)(H1

−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′]

Ψ
)

2υ−k(T+m+kp+1)

4

  

لمصممممم و ة  شيمممممر الملمممممروط اللاحمممممل الكاممممممل الحمممممدلولإيجممممماد التو يمممممخ 
( والمتريممر Σالممخ المصمم و ة   نسممبة( 24نكامممل المعادلممة   Φالمعلمممات 

 τالآت :( علخ الترتيب ك 
P(Φ|Y) = ∫ ∫ P(Φ, Σ|Y, τ)p(τ)

Στ
dΣ dτ … (25)  

P(Φ|Y, τ) =

|𝐴2|
T+m

2 |H1
−1+(XX′)|

k
2Γk(

T+m+kp+1

2
)

(2π)
k(kp+1)

2 Γk(
T+m

2
) |𝐴2+(Φ−Φ∗)(H1

−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′|

T+m+kp+1
2

… (26)  

 ( بالصيرة الآتية:26يمكن اعادة كتابة المعادلة  
P(Φ|Y) =
C(k, kp +

1, v)
|𝐴2|

T+m
2 |H1

−1+(XX′)|
k
2

|𝐴2|
T+m+kp+1

2 |Ik+A2
−1(Φ−Φ∗)(H1

−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′|

T+m+kp+1
2

  

,k)ا  ان kp + 1, v) =
Γk(

T+m+kp+1

2
)

(2π)
k(kp+1)

2 Γk(
T+m

2
)

: درجمممممممممممممة الحريمممممممممممممة                        ,

v 

 .[12]وباستردام الراصية الآتية
|Ik − PQ| = |IL − QP|  

, QLXkا  ان  PkXL ال مص و تين 
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∴ P(Φ|Y) =
C(k, kp +

1, v)
|𝐴2|−

kp+1
2 |H1

−1+(XX′)|
k
2

|𝐴2|
T+m+kp+1

2 |Ikp+1+(H1
−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′A2

−1(Φ−Φ∗)|

T+m+kp+1
2

  

 وان
C(k, kp + 1, v) = C(kp + 1, k, v)  

Γk(
T+m+kp+1

2
)

Γk(
T+m

2
)

=
Γkp+1(

T+m+kp+1

2
)

Γkp+1(
T+m−k+kp+1

2
)
  

شيمر  Φاللاحل الكامل لمصم و ة المعلممات  الحدلالتو يخ علي  يكون و 
 هو:  الملروط

P(Φ|Y) =
Γkp+1(

T+m+kp+1

2
)

(2π)
k(kp+1)

2 Γkp+1(
T+m−k+kp+1

2
)

  

|𝐴2|
−

kp+1
2 |H1

−1+(XX′)|
k
2

|Ikp+1+(H1
−1+(XX′))(Φ−Φ∗)′A2

−1(Φ−Φ∗)|

T+m+kp+1
2

… (27)  

( تتبممممخ تو يممممخ Φان مصمممم و ة المعلمممممات  ( 27المعادلممممة  نلاحمممم  مممممن 
Matrix t    بالمعلمممممماتΦ∗, 𝐴2, (H1

−1 + (XX′))
ودرجمممممة ( 1−

 .v =T+m-k+1حرية 
 [13]كما يمكن التعبير عن ه ا التو يخ وص يا  بالصيرة الآتية
Φ~tk(kp+1) (Φ∗, 𝐴2, (H1

−1 + (XX′))
−1

, v)  

 [14]وان متوسط التو يخ اللاحل والتباين يعبر عن  بالآت 
E(Φ) = Φ∗  ,

V(Φ) =
1

v−2
[(H1

−1 + (XX′))
−1

⨂𝐴2]   , v > 2  

لمصم و ة التبمماين  شيمر الملمروط اللاحمل الكاممل الحمدلولايجماد التو يمخ 
( τوالمتريمر  ( Φللمصم و ة   نسبة( 24( نكامل المعادلة  Σالملتر   

 :نحصل علخعلخ الترتيب 
P(Σ|Y) =

|𝐴2|
k(T+m)

2 (
λ

ψ
)

k(T+m)
4

Κ2υ−k(T+m)
2

(√λψ(1+
tr Σ−1𝐴2

Ψ
))(1+

tr Σ−1𝐴2
Ψ

)

2υ−k(T+m)
4

|Σ|
T+m+k+1

2 (2)
k(T+m)

2 Γk(
T+m

2
)Κυ(√λψ)

 … (28)  

شيممممر اللاحممممل الكامممممل  الحممممدل( نلاحمممم  ان التو يممممخ 28مممممن المعادلممممة  
( ليس ممن التو يعمات الاحتماليمة Σلمص و ة التباين الملتر    الملروط

 ( كالآت :Σللمص و ة   الحدلاللانعة ل ل  سيتم ايجاد مقدر بي  
E(Σ|Y) = EτEΣ(Σ|Y, τ) = Σ̂B  

Σ̂B = Eτ (
𝐴2 τ−1

T+m−k−1
)  

Σ̂B =
𝐴2 (

λ

ψ
)

1
2

Κυ−1(√λψ)

(T+m−k−1) Κυ(√λψ)
 … (29)  

 :VAR(P)اختبار الفرضيات البيزية لنموذج 
(  ممم  ارتبمممار Bayes Factor (BF)يسمممتردم معيمممار عاممممل بيممم  

النسمممبة بممين  رضممميتين احصمممانيتين ال رضمميات البي يمممة ويعممرف علمممخ انمم  
، يمثل حاصمل قسممة الاحتممالات اللاحقمة   H1والبديلة   H0هما العدم 

مقسممموما  علمممخ حاصمممل قسممممة   H0المممخ الاوليمممة بالنسمممبة ل رضمممية العمممدم 
،صمميرت   H1الاحتمممالات اللاحقممة الممخ الاوليممة بالنسممبة لل رضممية البديلممة 

  :[15]ه  
BF =

p(y|H0)

p(y|H1)
 … (30)  

 ( المعر ة بالآت Φلررو ارتبار ال رضية حوا مص و ة المعلمات  
H0 ∶ Φ = Φ0 , Σ > 0  

H1 ∶ Φ ≠ Φ0 , Σ > 0  

 ( يعبر عن عامل بي  بالصيرة الآتية:30بالرجول للمعادلة  

BF =
∫ ∫ f(Y|Φ,Σ,τ)p(τ)p(Σ|τ)dΣdτΣτ

∫ ∫ ∫ f(Y|Φ,Σ,τ)p(τ)p(Σ|τ)p(Φ|Σ,τ)dΦdΣdτΦΣτ

  … (31)  

التمممم  تمثممممل حاصممممل ضممممرب دالممممة الامكممممان  L1نمثممممل البسممممط بالكميممممة 
والمتمثلممممة  (τ الملممممرولة بممممالمترير  Yلمصمممم و ة المتريممممرات العلمممموانية 

( Σ، التو يمممخ الاولممم  لمممم   (H0تحمممت  رضمممية العمممدم   (16aبالمعادلمممة  
( ، تو يخ معكموس كماوس المعممم 13المعادلة  ( المعرف بτالملروط بم 
 ( كالآت  :6المعادلة  المعرف ب

L1 = ∫ ∫ f(Y|Φ, Σ, τ)p(τ)p(Σ|τ)dΣdτ
Στ

  
L1 =

∫ ∫
 exp[−

1
2τ

∑ (yt−Φ0Xt)′Σ−1(yt−Φ0Xt)T
t=1 ]

(2π)
Tk
2   τ

Tk
2 |Σ|

T
2

Στ
.

|𝐴1|
m
2  exp[−

1
2τ

trΣ−1𝐴1]

|Σ|
m+k+1

2  τ
km

2  2
km

2 Γk(
m
2

)

p(τ)dΣdτr

 ⇒ L1 =
|𝐴1|

m
2 Γk(

T+m

2
)

(π)
Tk
2 Γk(

m

2
) |𝐴1+(Y−Φ0X)(Y−Φ0X)′|

T+m
2

   … (32)  

( لايجمماد مقممام L2( بالكميممة  31وبمن س الاسمملوب نمثممل المقممام للمعادلمة  
 ( كالآت :H1عامل بي  تحت ال رضية البديلة  

L2 = ∫ ∫ ∫ f(Y|Φ, Σ, τ)p(τ)p(Σ|τ)p(Φ|Σ, τ)dΦdΣdτ
ΦΣτ

  

( تحمممت 16bالمعر مممة  ممم  المعادلمممة  دالمممة التمممرجيب بالصممميرة ا  نعممموو 
( الملممممممروط Φ(، التو يممممممخ الاولمممممم  للمصمممممم و ة  H1ال رضممممممية البديلممممممة  

,Σبممممم  τ  التو يممممخ الاولمممم  لممممم  12( المعممممرف بالمعادلممممة ، )Σ الملممممروط )
( ، تو يممخ معكموس كمماوس المعممم المعممرف 13( المعممرف بالمعادلمة  τبمم 

 ( كالآت :6بالمعادلة  
L2 =

∫ ∫
|𝐴1|

m
2  τ

−
km

2 |Σ|−
m+k+1

2

(2π)
K(T+kp+1)

2  (τ)
K(T+kp+1)

2 |Σ|
T+Kp+1

2 2
km

2 Γk(
m

2
)

Στ
. exp [−

1

2τ
trΣ−1{𝐴1 +

(Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)
′
}] ∫ exp [−

1

2τ
 tr Σ−1{(Φ − Φ1)H1

−1(Φ −
Φ

Φ1)′ + (Φ − Φ̂)XX′(Φ − Φ̂)′}] P(τ) dΣdτ     … (33)  

( الممخ صمميرة 33نحمموا المصمم و ات  مم  الدالممة الاسممية الثانيممة للمعادلممة  
Vector operator : و ل  لتس يل العمليات الجبرية وكالآت 

Let Q = tr Σ−1{(Φ − Φ1)H1
−1(Φ − Φ1)′ + (Φ −

Φ̂)XX′(Φ − Φ̂)′} 

Q = (vecΦ − vecΦ1)′(H1⨂Σ)−1(vecΦ − vecΦ1) +

(vecΦ − vecΦ̂)′((XX′)−1⨂Σ)−1(vecΦ − vecΦ̂) … (34)  

( باللمكل التربيعم  المعمرف  م  34نلب  اللكل التربيع      المعادلمة  
( ، واجمممراء ن مممس العمليمممات الجبريمممة المممخ ان نتوصمممل المممخ 20المعادلمممة  

المعادلممة  ( مممنc( ثممم نعمموو قيمممة المتجمم   21الصمميرة  مم  المعادلممة  
 .(34(    المعادلة  21 

∴ Q = {(vecΦ − vecΦ∗)′D(vecΦ − vecΦ∗) +

(vecΦ1 − vecΦ̂)
′
[(H1⨂Σ) + ((XX′)−1⨂Σ)]−1(vecΦ1 −

vecΦ̂)} … (35)  

 ( الخ صيرة المص و ات نحصل علخ:35(    المعادلة  Qوبارجال  
Q = {(Φ − Φ∗)(H1

−1 + (XX′))⨂Σ−1(Φ − Φ∗)′ +

(Φ1 − Φ̂)[H1 + (XX′)−1]−1⨂Σ−1(Φ1 − Φ̂)′}  
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 ا  ان
D = (H1⨂Σ)−1 + ((XX′)−1⨂Σ)−1 = (H1

−1 + (XX′))⨂Σ−1  
[(H1⨂Σ) + (XX′)−1⨂Σ]−1 = (H1 + (XX′)−1)−1⨂Σ−1  
Q = trΣ−1 {(Φ − Φ∗)(H1

−1 + (XX′))(Φ − Φ∗)′ +

(Φ1 − Φ̂)[H1 + (XX′)−1]−1(Φ1 − Φ̂)′}  … (36)  

( 33(  مممم  اس الدالممممة الاسممممية الثانيممممة للمعادلممممة  36نعمممموو المعادلممممة  
 واجراء بعو العمليات الجبرية نحصل علخ:

L2 = ∫ ∫
|𝐴1|

m
2  τ

−
k(T+m)

2 |Σ|
−

T+m+k+1
2  P(τ)

(2π)
KT
2  2

km
2 Γk(

m

2
)|H1

−1+(XX′)|
k
2

Στ
.  

exp [−
1

2τ
trΣ−1 {𝐴1 + (Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)

′
+

(Φ1 − Φ̂)[H1 + (XX′)−1]−1(Φ1 − Φ̂)′}] dΣdτ  

 علخ الترتيب نحصل علخ: τو  Σلم  نسبةوباجراء التكامل 
L2

=
|𝐴1|

m
2  Γk (

T + m
2 ) |𝐴1 + (Y − Φ̂X)(Y − Φ̂X)

′
+ (Φ1 − Φ̂)[H1 + (XX′)−1]−1(Φ1 − Φ̂)′|

−
T+m

2

(π)
KT
2  Γk (

m
2 ) |H1

−1 + (XX′)|
k
2

 

… (37)  

( نحصمممل علمممخ عاممممل بيمممم  37( علمممخ المعادلممممة  32بقسممممة المعادلمممة  
 كالآت :

BF =

|𝐴1+(Y−Φ̂X)(Y−Φ̂X)
′
+(Φ1−Φ̂)[H1+(XX′)−1]−1(Φ1−Φ̂)′|

T+m
2

|𝐴1+(Y−Φ0X)(Y−Φ0X)′|
T+m

2

 … (38)  

يممممتم اترمممما  القممممرار حمممموا ال رضمممميات بممممالرجول الممممخ الجممممدوا المممم ل قدممممم  
( ممن H0الم ل يوضمب  يم  الا ضملية لمصملحة ال رضمية   [16]جي ري  

عمممدم ا ولعمممدة حمممالات بالاعتمممماد علمممخ قيممممة عاممممل بيممم  المحسممموبة ممممن 
 (.38المعادلة  

 Predictive distributionالتوزيع التنبؤي 
Tا ا تمممممممو رت لمممممممدينا الملممممممماهدة المسمممممممتقبلية   + i لجميمممممممخ المتريمممممممرات )
متجمممم  (   ممممان نممممو   yT+i السلاسمممل ال منيممممة( والتممم  تمثممممل بالمتجممم   

 الانحدار ال ات  ل  ا الملاهدة هو:
yT+i = ΦxT+i + uT+i      ,   i = 1,2, … , n    … (39)  

 ا  ان 
:yT+i   متج  الملاهدة المستقبليةi بعد  (  اتkX1.) 

Φ مص و ة المعلمات  ات بعد :kX(kp+1). ) 
xT+i متج   ات بعد : (kp+1)X1. ) 
uT+i  متج  الارلاء العلوانية المستقبلية  ات بعد :kX1.) 

متعمممممدد المتريمممممرات المحمممممور  Bessel( يتبمممممخ تو يمممممخ    uT+iحيممممما ان  
,0المعمممم بالمعلمممات   Σ, λ, ψ, ν )  نعلممم ان ،yT+i هوتركيبممة رليممة )

متعمدد المتريمرات  Bessel( يتبمخ تو يمخ yT+i( ول ل   مان   uT+iمن  
,ΦxT+iالمحور المعمم بالمعلمات   Σ, λ, ψ, ν.) 

( يعمممممرف yT+iباسمممممتردام ن ريمممممة بيممممم   مممممان التو يمممممخ التنبممممم ل للمتجممممم   
 : [17]بالصيرة الآتية

f(yT+i|Y) = ∫ ∫ f(yT+i|Φ, Σ)
ΦΣ

P(Φ, Σ|Y)dΦdΣ … (40)  

( نسممممممتردم م  مممممموم 40  ن ممممممرا  لصممممممعوبة ايجمممممماد التو يممممممخ  مممممم  المعادلممممممة
 :  τالتو يعات الملرولة بالمترير العلوان   الالتو يعات الرليلة ، 

f(yT+i|Φ, Σ, τ)~Nk(ΦxT+i, τΣ)  

f(yT+i|Φ, Σ, τ) ∝ |Σ|−
1

2exp [−
1

2τ
tr Σ−1(yT+i −

ΦxT+i)(YT+i − ΦxT+i)′] … (41)  

P(Φ, Σ|Y, τ) ∝ |Σ|−
m1+k+1

2 exp [−
1

2τ
tr Σ−1𝐴2]  

   |Σ|−
kp+1

2 exp [−
1

2τ
tr Σ−1(Φ − Φ̂B)H−1(Φ −

Φ̂B)′] … (42)  

 ( نحصل علخ:40(    المعادلة  42( و  41  بتعويو المعادلتين
f(yT+i|Y, τ) ∝

∫ |Σ|−
m1+kp+k+3

2 ∫ exp [−
1

2τ
tr Σ−1{𝐴2 +

ΦΣ

(yT+i − ΦxT+i)(yT+i − ΦxT+i)
′ + (Φ −

Φ̂B)H−1(Φ −

Φ̂B)′}] dΦ dΣ                                                … (43)  

Let Q = (yT+i − ΦxT+i)(yT+i − ΦxT+i)
′ +

(Φ − Φ̂B)H−1(Φ − Φ̂B)′  

( واجمممممراء Qالمممممخ قوسممممم  الحمممممد الاوا ممممممن   Φ̂BXT+iباضممممما ة ولمممممرح 
 بعو العمليات الجبرية نحصل علخ :

Q = (yT+i − Φ̂BxT+i)(1 + xT+i
′ D1

−1xT+i)(yT+i − Φ̂BxT+i)
′
 

+[Φ − (Φ̂B + D2)]D1[Φ − (Φ̂B + D2)]' 

  ا  ان
D1 = xT+ixT+i

′ + H−1  

D2 = (yT+i − Φ̂BxT+i)xT+i
′ D1

−1  

∴ f(yT+i|Y, τ) ∝

∫ |Σ|−
m1+k+kp+3

2 ∫  exp [−
1

2τ
tr Σ−1 {𝐴2 +

ΦΣ

(yT+i − Φ̂BxT+i)(1 − xT+i
′ D1

−1xT+i)(yT+i −

Φ̂BxT+i)
′

+ (Φ − (Φ̂B + D2)) D1 (Φ −

(Φ̂B + D2)) ′}] dΦdΣ   

∴ f(yT+i|Y, τ) ∝
1

|𝐴2+(yT+i−Φ̂BxT+i)(1−xT+i
′ D1

−1xT+i)(yT+i−Φ̂BxT+i)
′
|

m1+1
2

      

 وباستردام العلاقة الآتية
 1 − xT+i

′ (xT+ixT+i
′ + H−1)−1xT+i = (1 +

xT+i
′ HxT+i)

−1 

تكمون صميرة واجراء بعمو العمليمات الجبريمة ( τلم  نسبةواجراء التكامل 
 ه  : شير الملروط( yT+iللمتج    دالة احتماا التو يخ التنب ل 

f(yT+i|Y) ∝
1

|Ik+A2
−1(yT+i−Φ̂BxT+i)(1+xT+i

′ HxT+i)
−1

(yT+i−Φ̂BxT+i)
′
|

m1+1
2

… (44)  

 وباستردام الراصية
|I + uv′| = 1 + u′v 

f(yT+i|Y) ∝
1

(1+
m1+1−k

m1+1−k
(yT+i−Φ̂BxT+i)

′
 A2

−1(1+xT+i
′ HxT+i)

−1
(yT+i−Φ̂BxT+i) )

m1+1
2

  

 … (45) 

متعممدد المتريممرات  t( يمثممل نممواة تو يممخ 45اللممرف الايمممن مممن المعادلممة  
m1بدرجممممممممممممممممممممممة حريممممممممممممممممممممممة  + 1 − kوالمعلمممممممممممممممممممممممات )  Φ̂BxT+i)  و

[
((1+xT+i

′ HxT+i)𝐴2)

(m1+1−k)
التنبممممممم ل الكاممممممممل لمتجممممممم  الاحتممممممممال  التو يمممممممخ [

 ( هو:yT+i الملاهدات المستقبلية 
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f(yT+i|Y) =

Γk(
m1+1

2
)(1+

m1+1−k

m1+1−k
(yT+i−Φ̂BxT+i)

′
((1+xT+i

′ HxT+i)𝐴2)
−1

(yT+i−Φ̂BxT+i) )

−
m1+1

2

[π((m1+1−k))]
k
2  Γk(

m1+1−k

2
)|

((1+xT+i
′ HxT+i)𝐴2)

(m1+1−k)
|

1
2

  

 … (46)  

الوسمممط الحسممماب  والتبممماين للتو يمممخ التنبممم ل يممممثلان الصمممي  الآتيمممة علمممخ 
 الترتيب :

E(yT+i|Y) = Φ̂BxT+i   

V(yT+i|Y) =
1

(m1−k−1)
[(1 + xT+i

′ HxT+i)𝐴2]   ,       m1 >

𝑘 + 1  

 يمكن التعبير عن التو يخ التنب ل وص يا  بالآت :
yT+i|Y~t(m1+1−k) [Φ̂BxT+i , [

(1+xT+i
′ HxT+i)𝐴2

(m1+1−k)
] , (m1 +

1 − k)]  

 الاستنتاجات 

المعمرف ( Φاللاحل لمصم و ة المعلممات   الحدلالاحتمال  ( التو يخ 1
بالمعلمممممممممممات  Matrix tيتبممممممممممخ تو يممممممممممخ ( 27 مممممممممم  المعادلممممممممممة  

 Φ∗, 𝐴2, (H1
−1 + (XX′))

. v =T+m-k+1( ودرجممممة حريممممة 1−
 حيا يوصن كالآت :

Φ~tk(kp+1) (Φ∗, 𝐴2, (H1
−1 + (XX′))

−1
, v)  

( Σلمصممم و ة التبممماين الملمممتر   اللاحمممل  الحمممدلالاحتممممال  ( التو يمممخ 2
المعادلمة ب المعمرف( Σهو تو يخ شير لانخ ، وان مقدر بيم  للمصم و ة  

 هو:( 29 

Σ̂B =
𝐴2 (

λ

ψ
)

1
2

Κυ−1(√λψ)

(T+m−k+1) Κυ(√λψ)
  

التنبمممممم ل البيمممممم ل لمتجمممممم  الملمممممماهدة المسممممممتقبلية الاحتمممممممال  ( التو يممممممخ 3
 yT+i هوتو يممممخ )t  متعممممدد المتريممممرات بدرجممممة حريممممة(m1 + 1 − k) 

]( و Φ̂BxT+iوالمعلممممممممات  
(1+xT+i

′ HxT+i)𝐴2

(m1+1−k)
بالمعادلمممممممة  المعمممممممرف [

 46).   
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Abstract 
This research included the bayesian estimate for vector Autoregressive model with rank (p) in addition to 

statistical tests and predict Bayesian when the random error of model followed generalized multivariate modified 

Bessel distribution. The prior information about the parameters of model is represented by probability 

distributions belong to conjugate families. It found that the posterior marginal probability distribution for 

parameters matrix (Φ) is a Matrix t distribution, The posterior marginal probability distribution of covariance 

matrix (Σ) is uncommon and the predictive  probability distribution of future observations vector is multivariate t 

distribution. 

 


